
主动观点和被动观点

现有一个实验室坐标系 ，在这个坐标系下有一个向量

有一个算符（操作） 。

 主动观点

 定义

主动观点是说，这个算符作用在向量上，坐标系不动。

假设这个 是绕 轴（实验室坐标系）旋转角度 ，那么



得到

把向量变换写成这种形式：固定坐标系的基×矩阵×坐标。就是主动观点下的表示。

此时获得的是 在实验室坐标系下的主动表示！

 主动观点的两种形式

注意到，向量有两个属性，一个是向量所在的基，另一个是向量在基下的坐标。这两个属性

导致了主动表示具有两种写法。

上面的形式是将群元素作用在坐标上，对任意向量的坐标变换为

你要是喜欢的话，也可以将群元素作用在坐标上的结果改写成



这样相当于把群元素作用在基上，得到刚体坐标系的变换。

也就是说，已知变换前的向量（基和坐标），要求得变换后的向量有两种方法，一种是求坐

标的变换得到新坐标乘上旧基，另一种是求刚体坐标系的变换得到新基乘上旧坐标。

 多个主动操作同时进行

如果有

那么可以得到

可以看出多个连续操作得到的固有坐标系是满足一个过渡矩阵的关系。



并且得到坐标变换为

这顺序似乎跟原有的理解不太相同。这是因为 和 是在不同基下的表示，如果 有

那么可以得到

坐标变换为

这就符合通常理解了。做来做去都是主动操作，但是如果表示都在同一个基取的，就直接按

相同的顺序相乘就行，但如果表示是在依次操作后的基去取的话，顺序就是反的。

 被动观点

被动观点是说，这个算符作用在坐标系上，向量不动。



其中， 是新的基， 就是群元 的被动表示，需要利用主动表示来求出。

图 主动变换（ ）和被动变换（ ）

被动变换需要满足，不动的矢量 在动坐标系下的坐标跟动的矢量在不动的坐标系下的坐标

一致，如图 所示。也就是说，

因此，

其中，矩阵

称为被动表示，跟主动表示是互逆的关系。同样，考虑已知变换前的向量（基和坐标），要

求得变换后的向量，因为向量是不动的，所以有



并且满足，

从坐标变换看的话，主动观点和被动观点具有相同的矩阵（上式相当于被动观点的定义）。

但是基的变换是互逆的，因为主动是转动刚体，被动是转动坐标系。

如何判断所求的表示是主动观点还是被动观点？

若操作直接作用到向量上，不管写成坐标变换还是基的变换都是主动表示。



 不同基下的主动表示

如果我们已知 在坐标系 的主动表示，即对于一个向量 ，满

足

怎么反推出 在坐标系 的主动表示呢？

也就是说，要找到矩阵 满足

注意到 在两个不同的基可以分别表示为

考虑 到 过渡矩阵 ，

得到坐标变换关系

也就是



代入 式得

因此，

那问题是，怎么求出 到 的过渡矩阵 呢？从图像来分析。

可以定义一个过渡操作 ，这个操作将实验室坐标系的向量变为

也就是说找到一个过渡操作恰好把刚体的固有坐标系跟基 重合合，这个过渡操作对

应的矩阵就是过渡矩阵。

 欧拉角

描述刚体的取向可以用欧拉角 ，任意旋转操作可以用三个连续旋转构成。即



可以看成基的变化

如图 所示。

图 欧拉角示意图

其中， 重为绕着 轴转 重角的矩阵， 重为绕着 重轴转 重角的矩阵，

为绕 轴转动 的矩阵，通过连续的过渡操作将 过渡到 。

这种方法依然是主动观点。如果利用过渡矩阵写出 、 在基 下的

表示，得到



代入可得 重，可以看出，操作顺序正好相反了。跟前面

分析一致。

 一般定轴转动

绕 轴转动的操作 可以由过渡矩阵得到其在 坐标系的表示。

设 轴对应的坐标系为 ，那么有

因为转动无所谓 ， 轴怎么取，所以过渡矩阵只需要 个，接下来将过渡矩阵变换到

坐标系。

因此，

知道了过渡矩阵，就可以得到 在 坐标系的表示。



图 定轴转动
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