
第三章作业

 韩其智、孙洪洲《群论》 ， ， ， ，

求出二维转动群的所有不等价不可约表示和双值表示

：

因为 是一个 群，由舒尔引理可知 的所有不可约表示都是一维的，且满足

上式对 求导，并令 。并由 ，得到

其中， 。由 ，得到

为了满足幺正性，令 ，得到

（ ）实空间旋转

对于实空间三维旋转，周期性边界条件为 ，有 。

一维表示显然不可约。对任意的表示 和任意非 数 ，有 。



因此对所有的 ，对应的表示 都是不等价的。

由于对所有的 ， 构成一组完备的基，所以应该给出了所有的不等价不可约表示。

前面用到了周期性边界条件 ，可以得到 。

（ ）自旋内秉空间的旋转

对应的周期性边界条件应该是 。。可以得到 。，对

于 为整数，得到的表示跟前面相同，且 。

对于 为半奇数， ，这个操作记为 ，将这个操作与 转动群的群元相乘

得到集合 。。这个集合和 合并得到大集合 。，这个大集合 

的乘法下构成一个群，称为双群 。，意意此 并不是 。的群群了。双

群的表示就是 的双值表示。

即对于表示的指标 ，

若 ，则 。若 ，则 。满足保乘关系

双值表示也可以理解为： 的群元 对应着双群中 两个群元的表示，

其中， 。



推导 满足

：

群的表示为

前两个式群容易看出来，主要看第三个式群。可以证明（见附录 ）

那么利用 可以得到

进一步可以得到

设 个向量 ， 空间按 变换，即



证明， 必是 的本征矢，对应本征值为

：

解法

由上题的结果，

由于算符 取值任意，因此 ，同理

因此， 。

解法 （复杂）

由

考虑 单位元附近做无穷小的展开，



由上式得

同理可得

因此，

由对易关系， ，可以推出

引入 ，得



由 得到

设 和 是一组力学量完全集， 是共同本征矢，

证明，算符

是 群的 秩不可约张量。

：

若算符 如果满足

那么这个算符就是 秩不可约张量算符。设

其中，非零的 系数需要满足 。

（ ）先证明第一个条件。



最后一个等号之所以能把 从求和号中提出来由 系数的非零条件。

（ ）接下来证明第二个条件。

先将对易关系展开为

要证明 ，即证明

要证明两个算符相，可通过证明这两个算符 任意态下都相等。右式的平均值为



左式的平均值为

最终归结为证明 系数满足关系

按课件给出的结果，应该不难证明上式是正确的。。。

因此， 是 的 秩不可约张量算符。

设 和 是自旋为 的粒群， 为 和 的本征矢， 是轨道角动量本征态。

写出总角动量 ，投影为 ，轨道角动量 的态 。试问，当空间绕 轴转  ，

如何改变？

：容易给出



接下来求出绕 轴转动π对应的算符，将其作用到 上即可得到 。

绕 轴转动π对应的旋转矩阵为

对应的欧拉角满足为 。

取 （随便取一个），得到变换算符为 。

然后将其作用到态矢量上，获得

需要分别求出



上式利用了 。

最终得到

群参数是( )， 群参数是方位角(  )或 角(  )。

已知( )与(  )之间有 关系，试给出( )与(  )的关系，以及(  )

和(  )的关系。尽可能化简表达式，不出现 反三角函数 。

（ ）先求( )与(  )的关系。

若用方位角(  )来描述 群元素，有



由 和 的同态关系

进一步由保乘关系得到，

即

（ ）接下来求(  )和(  )的关系。

由



得到

利用公式

证明

其中，

：

我们知道，用 的群元素对以泡利矩阵为基的矢量 做共轭变换可以诱导出一个

群元素。

为方便讨论，规定 ，由对易关系

其中



进一步得

其中，

依次类推，可得

求电偶极跃迁的矩阵元



：

令

反解得到

可以证明

其中， 。因此 是 的 秩不可约张量算符，这使得我们可以用

定理。

因此，有



问题归结为求矩阵元 ，由 定理，得

由 系数的定义，只有满足

即跃迁选择定则 。接下来计算 。

（ ）当  ，由

以及不为 的 系数为，

只要求 就可以了，具体考不考虑自旋再说吧。

（ ）当  ，计算

不为 的 系数为



只需要求 。

（ ）当  ，计算

不为 的 系数为

只需要求 。



附录

 证明 式

利用

对应的线性方程组为

反解得出



 随便写写

由 ，且 ，并由变换关系得到

其中为了方便，记 。利用 ，得到



以此类推，容易得到

其中， 。 这里可以看出 直角坐标的角动量按群元进行变换。

 矩阵的一些信息


