
第 二 章 作 业  

1. 课本内习题 

2.2 设 是 的一个表示，证明： 

（1） 转置逆矩阵 和厄米共轭逆矩阵 也是 的表示。并且当 是不可约或幺正时，

他们也是不可约或幺正的。 

（2） 和 是 的表示吗？ 

解答 

(1)  

① 验证保乘关系 

同态关系已经建立好了，只要证明满足保乘关系那就是 的表示。 

 

② 先证明如果 是不可约的， 也是不可约的 

由于 不可约，那么 的特征标 的模为 1。即 

  

对于 其特征标 的模为 

 

注意到矩阵的转置不改变其迹，因此 

 

③ 证明如果 是幺正的， 也是幺正的 



由于 是幺正的，即满足对任意 ，有 ，于是 

 

同理，可以证明 

 

并且若 不可约或幺正，则 也是不可约或幺正的。需要注意在求迹的时候厄米共轭矩阵的迹

跟原矩阵互为共轭，但计算迹的模方是一致的。 

 

（2）不一定。 

假设 也是表示，那么有 

  

这意味着 。 

因此，如果是 Abel 群的话，那么 也是表示。 

可取 群作为反例，二维表示 。 

 

2.3 设 是有限群 的一个不可约表示， 是 中的一个共轭类， 是常数， 是单位矩阵，证

明： 

                                         

解答 

考虑用舒尔引理证明该题，如果对任意元素 ，不可约表示 满足 

  (1) 

那么就有 。 



因此接下来就需要证明(1)式的成立，将其改为 

  (2) 

记 的所有共轭类组成的集合为 ，如果集合 ，那么(2)式给出相同的矩阵，等式成立。 

所以接下来的目标是要证明集合 ，先化为 。 

① 先证  

显然，由共轭类的定义，对 中的任意元素， 作用之后仍然是 类中的元素。 

② 再证  

对 中两个不同元素 和 ，必然满足 ，否则可以推出 。 

综上，对任意元素 ，由于 ，所以集合 。因此 

 

对于不可约表示 A，由舒尔引理，满足 

 

 

2.7 写出 4 阶循环群 的左正则表示和右正则表示。 

解答 

正则表示的表示空间为 张成的线性空间。 

① 求左正则表示 

 

写成矩阵的形式为 



 

即左正则表示为 

 

其他元素可由 生成。 

② 求右正则表示 

 

写成矩阵的形式为 

 

即右正则表示为 

 

其他元素可由 生成。 

 

 

 

2.8 设 是群 的两个不等价不可约表示，证明：直积表示 不包含恒



等表示，而 包含恒等表示一次且仅一次。 

直积表示 的特征标为 

 

出现恒等表示的次数 

 

最后一个等号用了特征标第一正交定理。 

 

2. 有限群 由两个生成元 和 生成，它们满足定义关系 

  

其中 为自然数。讨论该群的全部不等价不可约酉表示。 

解答： 

【分三步，首先分为 n 为偶数和奇数两种情况讨论 一共有多少个类，由 Burnside 定理确定表示的维

数；然后由定义关系给出一维表示，并猜出二维表示；最后验证所有这些表示是不等价且不可约的。】 

由定义关系，这两个生成元可以生成 个群元素，分别为 ，可以验证 

 

是群 的不变子群，G 可以写为 

  

因为 不是 的不变子群，所以是半直积。这导致了我们不能通过 和 的不可约表示来直积得

到 的不可约表示。所以只能老老实实按下面三步来得到 的不可约表示。 

① 证明当 时， 一共有 个类，用 表示与 同类元素的集合，分别为 



  (3) 

由 Burnside 定理，可以有 4 个一维表示和 k-1 个二维表示，不过可能存在其他解。(3)的证明见附录。 

② 接下来给出 4 个一维表示和 k-1 个二维表示。 

由定义关系，且 n 为偶数时，满足 

 

解为 

  

对应 4 个一维表示。 

再给出 k-1 个二维表示，猜测为 

  

其中 ，显然这个映射满足了定义关系，那么就能满足保乘关系，也就是个二维表示，并

且是酉表示，记为 。 

③ 最后证明这 k-1 个二维表示是不等价且不可约的。 

先证不可约。 ， ，特征标表为 



   …    

类的个数 1 2 … 1 k k 

 2  …  0 0 

其特征标的内积为 

  

由上式得出 是不可约的。 

再证明不等价。由特征标表看出，对 ，不同的 m 给出不同的特征标，因而这些 是不

等价的。 

综上，当 时，存在 4 个一维表示和 k-1 个二维表示。 

对 采取相同的方式，得到 k+2 个类为 

 

由 Burnside 定理，可以有 2 个一维表示和 k 个二维表示。一维表示分别为 

  



二维表示为 

 

其中， 。 

 

3. 仿照 Dirac 群的讨论方法，从群表示论的观点讨论 Pauli 群的矩阵表示。 

解答 

Pauli 代数三个生成元 满足的代数结构为 

  (4) 

由其代数结构可以得到生成元应为 ，满足定义关系 

  

由生成元和定义关系可以构造出 16 个群元素。将单位元 记为 ， 记为 ，这 16 个群元素为 

  

注意到 ，这 16 个群元素通常写为 

 

不难得出，Pauli 群一共有 10 个类，分别为 

 

由 Burnside 定理 

 



只有一个解，即 2 个二维表示和 8 个一维表示。 

接下来求出其中 1 个二维表示。 

利用 Maschke 定理，可以要求 是幺正的，进而 是厄米的。由厄米矩阵可以用幺正矩阵对

角化，假设 是对角矩阵，考虑 ，并且由于 ，因而 ，可以令 

 

代入代数结构(4)，得到其他两个矩阵为 

  

满足 ，可取一组解为 

 

 

4. 计算 群在四维空间 中的表示，并对该表示的矩阵和函数基

分别进行约化。 

解答 

① 求表示 

在 群取生成元 ， 群表示为 。 

先求 ，有 

  

因此 



 

同理，得到 

 

其他表示由这两个生成就行。 

② 对矩阵进行约化 

写出特征标表 

    

 1 1 1 

 1 1 -1 

 2 -1 0 

 4 1 0 

接下来由特征标求出表示 A 中有哪些不可约表示， 

  

因而表示 A 可以通过相似变换化为 

  

即约化为 



 

③ 最后要得到函数基的约化 

即通过广义投影算符来投影出荷载不可约表示的基。 

首先得到三个不可约表示对应的投影算符为 

  

其中， 。 

首先求 对应约化空间的函数基。 

投影算符 作用在 上，得 



 

历经千辛万苦终于投影出来 的一个基 ，接下来通过转移算符 

 

来转移出另一个基 。 

 



然后是 对应空间的基，同样的操作可得 

 

很遗憾。但通过观察矩阵的结构，我们可以取 ，这样可以投

影出 

 

因此获得 。 

最后， 为 



 

综上，获得了 

  

由于取 函数时的任意性，这些基不一定归一，并且可以有多种选择。可以验证 都是 G 不变的，

而 不是 G 不变的，也就是求出的基不一定是荷载该表示的基。  



【  附  录  】  

1. (3)式 k+3 个类的证明。 

① 由定义关系容易得到 ，因而 ，即 与所有元素对易，跟 一样自成一类。 

② 然后证明 ： 

按照找共轭元素的一般方法，取 G 中所有元素跟 作共轭运算，先取 得到

，再取 得到 

 

③ 最后证明 ： 

先证 ，即证每个 都跟 是同一类。用数学归纳法，当 时，

显然满足。如果 跟 同类可以推出 也跟 同类，那就 OK 了。 

若 跟 同类，则存在群元 满足 

  

那么 

 

因此，每个 都跟 同类。 

再证 ，即证 G 中所有元素跟 作共轭之后的元素都在

内。先取 ，有

，再取 ，有 。 

同样的方式可证 。 

 

 

PS:感谢这个有用的符号运算工具[https://live.sympy.org/] 


