
第四章作业

韩其智、孙洪洲《群论》

求 阶对称群 的类，指出 的哪些杨图是自轭的，哪些杨图是互为共轭的。
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图 的杨图

由于杨图的个数等于类的个数，因此一共有 个类。容易看出 是自轭的。 和 互

为共轭， 和 互为共轭， 和 互为共轭。



找出 阶对称群 的所有不变子群，指出哪个不变子群的商群和 同构。

：

（ ）首先用类的组合来构成集合。

一共有 个元素。写成轮换结构为

（ ）然后判断组成的集合是否是子群。

首先作为群一定包含了 ，其次考虑拉格朗日定理，非平凡子群的阶需为 其其

中一个。

因此，不变子群可能的选项有只有两个

容易验证上面两个集合均满足封闭性且包含逆元，构成子群，因此是不变子群。

（ ）判断同构关系。

两个不变子群对应的商群的群元素个数分别为 和 ，显然商群 不可能跟 同构。那

么考虑 跟 的同构关系。一个自然的想法就是用 的元素去左乘这个不变子群，确定不

同的元素是不同陪集的代表元。



容易给出（见附录）

因此， 跟 同构。

设 是 阶对称群 的偶置换子群，证明 是 的不变子群 并求出商群 。

偶置换子群的定义是所有偶置换构成的集合，单位元包含在这个集合里面。

（ ）首先证明是个子群。

因为任意置换有确定的奇偶性，即写成对换乘积形式所用对换的个数的奇偶性是确定，所以

逆和封闭性是满足的，因此构成一个子群 。

（ ）接着证明是不变子群。

由于 中的元素无非就是偶置换和奇置换，且因为 所以偶置换和奇置换个数相等。

可以直接根据偶置换子群个数为 的一半得出它是不变的（左陪集 右陪集 所有奇置换的集

合）。

也可以按定义，对 ，有

因此， 是不变子群。取 个奇置换的元素做 即可构造另一半的奇置换。因此，商群为



阶对称群 有多少个不等价不可约表示？每个维数是多少？

：由 可知， 一共有 个类，因此由 个不等价不可约表示。

由标准杨盘可以看出每个的维数分别为 。用 定理可以验证正确性。

其实用钩长图去计算维数更好，可以避免遗漏。



求 阶对称群 的不可约表示 。

：

解法 ：杨算符

的两个标准杨盘如下所示

满足 。

不可约表示的维数是 。构造两个基

标准杨盘 对应的杨算符 ，其中

同理，标准杨盘 对应杨算符也可以给出

接着可以给出两个基矢量。



接着，把 的 个群元素对应的 个生成元 作用到该基上，得到

解法

利用课件中所谓的规则，可以得到酉表示为



利用 的特征标，计算 的两个不可约表示的直积分解：

：

表 特征标表

利用特征标正交关系可以投影出

由等式两边表示的维数相等可以验证其正确性。



附录

 利用 的 库进行快速置换群的运算。

如要计算 ，执行

print(a*b) 

得到结果 。需要注意这里面的乘法规定，先作用的要放在左边。


